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Over de verzlilting van een aanslibbende zeebodem,

1. Schema van het object.

In verband met een onderzoek naar de verzilting van de bodem onder
de voormalige Zulderzee worden de volgende veronderstellingen ”
gemaak®t:

(a) Het zeewater heeft een constant zoutgehalte.

(b) Het oppervlak van de zeebodem is vlak, horizontaal en onbe-
grensd.

(¢) Deze bodem slibt met een constante snelheid aan.

(d) De ondergrond is homogeen, isotroop en oneindig diep, en heeft
dezelfde elgenschappen als het aangeslibde materiaal.

(e) Toen de Zuiderzee ontstond had de bodem een constant zout-
gehalte, lager dan dat van het zeewater.

Op deze wijze wordt het verzlltingsprobleem eendimensionaal.

2. Formulerling van het vraagstuk.

Z1lj ©t de tijd gerekend van het ontstaan van de Zulderzee af. éij
X de diepte van een punt onder het bodemopperviak op het tijdstip
t = 0. Op het tijdstip t is dan de diepte van dit punt onder de
zeebodem

(1) X =X +2 k t,

als k een constante is dle afhangt van de snelheld der aanslibbing.
21]
(2) u(x,t)= v(x,t) (x:. 0, t2>0)

het zoutgehalte van de bodem in het punt (i,t). Dit gehalte voldoet
aan de diffusilevergellJking

(3) uii - U.t = 0,

waarblj een eenheld, b.v. Van de tijd, zo gekozen wordt, dat de
diffusieconstante 1 1s (parti€éle afgeleiden worden aangegeven door
de onafhankelljke veranderlijken, waarnaar gedifferentieerd is, als
indices te schrijven). In het coordinatenstelsel (x,t) geeft dit,

wegens (1), (2), (3)

(4) Vey = 2k v, = vy = 0.

zonder beperking van de algemeenheld kan het zoutgehalte van de
bodem op het tijdstip t = 0 nul worden gesteld. Men kan immers al-
leen het bedrag in rekening brengen, waarmee de zee de onverzilte
bodem in zoutgehalte overtreft,



Dit levert de randvoorwaarden
(5) v(x,0)= 0O (x>0) ; v(x,t)?0 (x°0v9 0<t=0®),

Wordt nu nog de eenheld van zoutgehalte zo gekozen dat het zee-
water het gehalte 1 heeft, dan is

(6) v(0,t)= 1 (t > 0).

Hiermee 1s het probleem wiskundig bepaald. Aangezlen een afleidilng
van de oplossing tot vrlij ultvoerige beschouwingen zou leiden 1s het
eenvoudiger rechtstreeks te bewljzen, dat het verkregen resultaat de
oplossing inderdaad voorstelt, (Bij de vraag in hoeverre de hier ge-
geven oplossing de enige 1s, doen zich nog verdere theoretische
kwesties voor, maar deze zijn toch niet van practisch belang).

5. Discussle van de oplossing.
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De integraal heeft 1n het gehele gebied x 2 0, t>= 0, met ultzon-
dering van het punt (0,0), een bepaalde waarde. Wegens

v(x t) < < _ ekx Ooexp (-r2 - ———-é-kexz)dr = v(x 00)“ 1
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heeft men O

(8) 0 < v(x,t) <1,

zoals om natuurkundige redenen ook het geval moest zijn (zle voor de
integraal b.v. Jordan, Cours dtAnalyse II (1913) p. 198).

Door de verschillende differentiaties uit te voeren kan men ge-
makkelljk verifieren dat de uitdrukking (7) aan de differentiaal-
vergelijking (4) voldoet (in het rechter 1id van (7) 1s differentia-
tle onder het integraalteken nagar x geoorloofd).

Verder volgt uit (7) onmiddellijk, dat aan v(x,0)= 0 voor x >» O
1s voldaan. Wegens

2
V(O,t)..-.-..-.....g-_ f et dr = 1 (t>0)

Vi

o
18 ook aan de randvoorwaarde (6) voldaan., Tenslotle levert de sub-
stitutie r = x 8 in (7), wegens 2 8 t 21, de ongelljkheild



hter 11d blj staande t en voor x- OO tot nul nadert,
de randvoorwaarde (5b) is voldaan,
oplossing kan ook worden voorgesteld door
r OV
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-
die het voordeel heeft dat het verband
11jking (4) onmiddellijk evident is.
volgt door differentiatlie naar t, aangezien beide ultdrukkingen
de waarde v(x,c0)= 1 leveren. Voor numerieke berekening is (9)
echter minder geschikt door het oscillerende gedrag van de integrand.
Voor k = 0 gaat v(x,t) over in de oplossing van een bekend pro-
eleiding (zie bv. Courant-Hilbert,
atischen Physik II (1937), pp. 210-215),

met de differentiaalverge-~
identiteit van (7) en (9)

bleem ult de theorie van de warmteg




